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Abstrak
Minyak mentah merupakan salah satu komoditas utama
bagi perekonomian global. Dalam dua tahun terakhir harga
minyak mentah di pasar internasional mengalami fluktuasi
dengan kecenderungan meningkat yang dapat menimbulkan
risiko bagi para investor. Pengurangan risiko pasar dapat
dilakukan dengan menggunakan kontrak derivatif seperti
kontrak futures sebagai instrumen lindung nilai. Salah
satu model dua faktor yang digunakan untuk menghitung
harga kontrak futures adalah model spot price dan interest
rate. Untuk menentukan harga kontrak futures dilakukan
penyusunan sistem persamaan diferensial parsial kontrak
futures dari persamaan diferensial stokastik dan diselesaikan
menggunakan metode beda hingga implisit. Kemudian
dilakukan analisa grafik dari hasil simulasi. Ketika tingkat
suku bunga (interest rate) semakin besar dalam jangka
waktu (τ) mengakibatkan pengaruh (fluktuasi) harga kontrak
futures yang dihasilkan semakin besar dengan kecenderungan
menurun.
Kata-kunci: Komoditas Minyak Mentah, Kontrak Futures,
Model Dua Faktor Spot Price dan Interest
Rate, Beda Hingga Implisit
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Abstract
Crude oil is one of the main commodities for the global
economy. In the last two years, the price of crude oil in the
international market is experiencing a tendency of increase
fluctuations that could pose a risk to investors. Market
risk reduction can be done using derivative contracts such
as futures contracts as hedging instruments. One of the two
factor models used to calculate the futures contract price is the
spot price and interest rate model. Partial differential equation
system of futures contract is carried out from stochastic
differential equation and settled using implicit difference
method to determine the price of the contract. As interest
rates grow larger in the period (τ), the influence (fluctuation)
of futures contract price increases with decreasing trend.
Keywords: Crude Oil Commodity,Futures Contract,Spot
Price and Interest Rate Two Factors
Model,Implicit Difference Method
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BAB I
PENDAHULUAN
Pada bab ini dibahas hal-hal yang menjadi latar
belakang permasalahan dalam Tugas Akhir ini. Kemudian
permasalahan tersebut disusun kedalam suatu rumusan
masalah. Selanjutnya dijabarkan batasan masalah untuk
memperoleh tujuan, manfaat, dan sistematika penulisan.
1.1 Latar Belakang
Komoditas adalah produk yang dapat dibeli, dijual
atau diperdagangkan di berbagai jenis pasar. Komoditas
merupakan bahan baku yang digunakan untuk membuat
produk yang dikonsumsi dalam kehidupan sehari-hari
di seluruh dunia. Sepanjang sejarah, komoditas telah
memainkan peran utama dalam membentuk global ekonomi
dan politik yang mempengaruhi kehidupan dan mata
pencaharian masyarakat [1]. Salah satu komoditas yang
dibutuhkan di dunia adalah minyak mentah. Minyak mentah
adalah campuran kompleks yang terdiri dari 200 atau lebih
senyawa organik yang berbeda dan kebanyakan alkana.
Alkana adalah sebuah rantai karbon dengan ikatan-ikatan
tunggal [2].
Akhir-akhir ini harga minyak mentah di pasar
internasional sangat fluktuatif dengan kecenderungan
meningkat. Pada Desember 2016 perkembangan harga
minyak mentah Indonesia dan dunia (ICP) mencapai U$$
51,09/bbl dengan rata-rata Januari 2016 sampai Desember
2016 U$$ 40,13/bbl. Harga minyak mengalami peningkatan
setelah sebelumnya rata-rata harga minyak dunia (ICP) pada
Desember 2015 hingga November 2016 sebesar U$$ 38,84/bbl
1
2dan pada Januari 2017 sebesar U$$ 51,88/bbl [3]. Lonjakan
harga minyak yang tinggi ini tentu saja menjadi perhatian
hampir seluruh negara produsen (eksportir) minyak mentah
maupun negara konsumen (importir). Hal ini disebabkan
karena peranan minyak sangat penting sebagai bahan
bakar yang menggerakakkan perekonomian. Disamping itu,
minyak mentah juga penting bagi pembangunan ekonomi
dan sosial yang berkelanjutan [4]. Adanya fluktuasi dan
perubahan kondisi pasar dapat menimbulkan risiko bagi
para investor. Pengurangan risiko pasar dapat dilakukan
dengan menggunakan kontrak derivatif seperti kontrak
futures sebagai instrumen lindung nilai. Perdagangan
dengan menggunakan kontrak futures (futures contract) akan
membantu harga komoditas yang ada di pasaran menjadi
lebih stabil [5].
Kontrak futures adalah kesepakatan antara dua pihak
untuk membeli atau menjual aset pada waktu tertentu di
masa mendatang dengan harga tertentu. Kontrak futures
diperdagangkan di sebuah bursa berjangka. Untuk dua pihak
yang ada dalam kontrak yang tidak tahu satu sama lain,
bursa juga menawarkan sebuah mekanisme yang memberi
jaminan bahwa kontrak akan terlaksana untuk kedua belah
pihak [6]. Kontrak futures dilakukan secara pribadi oleh dua
belah pihak, tetapi dilakukan melalui bursa yang terorganisir.
Kontrak ini ditandatangani dan disepakati oleh pembeli
dan penjual dengan harga sekarang (harga yang sudah
diketahui) dan harga antisipasi aktiva tertentu pada masa
yang akan datang. Pada umumnya pelaku pasar hanya akan
menggunakan harga sekarang untuk menghitung kontrak
yang akan diperdagangkan [7].
Pada umumnya terdapat beberapa model dua faktor
yang digunakan untuk menentukan harga kontrak futures
komoditas minyak mentah. Pada model dua faktor ini
3memperhatikan adanya variabel yang tidak dianggap konstan
melainkan bergerak secara fluktuatif. Pada model spot
price dan interest rate penentuan harga kontrak futures
bergantung pada spot price dan interest rate yang mengikuti
proses stokastik yang telah mempertimbangkan pergerakan
secara fluktuatif.
Pada Tugas Akhir sebelumnya oleh Aini (2017) [8] telah
didapatkan penyelesaian analitik dari model Gabillon dalam
perhitungan harga kontrak futures komoditas minyak mentah
yang menggunakan model satu faktor yaitu model Gabillon.
Pada model satu faktor Gabillon ini hanya memperhatikan
parameter spot price yang bergerak secara fluktuatif dan
parameter lainnya dianggap konstan. Selanjutnya, dalam
Tugas Akhir ini penulis menyajikan penyelesaian numerik
dari sistem persamaan diferensial berdasarkan model dua
faktor model spot price dan interest rate dalam penentuan
harga kontrak futures yang bertipe Eropa pada komoditas
minyak mentah.
1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang tersebut rumusan masalah
pada Tugas Akhir ini adalah:
1. Bagaimana langkah-langkah pembentukan sistem
persamaan diferensial parsial berdasarkan model spot
price dan interest rate untuk penentuan harga kontrak
futures pada komoditas minyak mentah.
2. Bagaimana mendapatkan harga kontrak futures dari
penyelesaian sistem persamaan diferensial parsial model
spot price dan interest rate pada komoditas minyak
mentah secara numerik.
1.3 Batasan Masalah
Batasan masalah yang digunakan dalam Tugas Akhir ini
antara lain:
41. Kontrak futures yang diperhatikan adalah tipe Eropa.
2. Waktu yang berlaku pada kontrak berhingga.
3. Convenience Yield diasumsikan konstan.
4. Waktu kecepatan pengembalian diasumsikan konstan.
5. Tidak ada hubungan antara proses Wiener pada model
spot price dan proses Wiener pada model interest rate
(ρ = 0).
6. Simulasi menggunakan software Matlab.
1.4 Tujuan
Tujuan dari penulisan Tugas Akhir ini adalah:
1. Menentukan langkah-langkah pembentukan sistem
persamaan diferensial parsial berdasarkan model spot
price dan interest rate untuk penentuan harga kontrak
futures pada komoditas minyak mentah.
2. Mendapatkan harga kontrak futures dari penyelesaian
sistem persamaan diferensial parsial model spot price
dan interest rate pada komoditas minyak mentah.
1.5 Manfaat
Manfaat yang diharapkan dari Tugas Akhir ini adalah
diperoleh informasi tambahan mengenai model spot price dan
interest rate untuk penentuan harga kontrak futures pada
komoditas minyak mentah.
1.6 Sistematika Penulisan
Penulisan Tugas Akhir ini disusun dalam lima bab, yaitu:
1. BAB I PENDAHULUAN
Pada bab ini dibahas hal-hal yang menjadi latar
5belakang permasalahan dalam Tugas Akhir ini.
Kemudian permasalahan tersebut disusun kedalam
suatu rumusan masalah. Selanjutnya dijabarkan
batasan masalah untuk memperoleh tujuan, manfaat,
dan sistematika penulisan.
2. BAB II TINJAUAN PUSTAKA
Pada Bab II berisi penelitian terdahulu dan teori-teori
yang terkait dengan permasalahan dalam Tugas Akhir
ini seperti komoditas minyak mentah, kontrak futures,
persamaan diferensial stokastik model Spot Price dan
Interest Rate, Lemma Ito, serta metode beda hingga.
3. BAB III METODE PENELITIAN
Dalam bab ini diuraikan langkah-langkah sistematis dan
diagaram alur penelitian yang dilakukan dalam proses
pengerjaan Tugas Akhir ini. Tahapan-tahapan tersebut
antara lain studi literatur, penyusunan portofolio
kontrak futures untuk membentuk sistem persamaan
diferensial parsial model Spot Price dan Interest Rate.
Tahap selanjutnya yaitu diskritisasi model Spot Price
dan Interest Rate dengan metode beda hingga Implisit.
4. BAB IV ANALISIS DAN PEMBAHASAN
Pada Bab IV dibahas secara detail mengenai
penyelesaian numerik perhitungan nilai kontrak
futures.
5. BAB V PENUTUP
Bab ini berisi kesimpulan akhir yang diperoleh dari
Tugas Akhir serta saran untuk pengembangan penelitian
selanjutnya.

BAB II
TINJAUAN PUSTAKA
Untuk menyelesaian perhitungan harga kontrak futures
berdasarkan spot price dan interest rate dengan metode beda
hingga implisit, maka diperlukan pustaka sebagai berikut:
2.1 Penelitian Terdahulu
Perubahan harga komoditas dan interest rate menjadi
poin penting pada penyelesaian Tugas Akhir ini. Menurut
penelitian sebelumnya, Chan dkk [9] membandingkan
performa berbagai model interest rate, kemudian mereka
menemukan model terbaik untuk merepresetasikan interest
rate.
Pada penelitiannya oleh Cheng dkk [10] menyajikan
simulasi hedging pada futures option dan mendapatkan
hasil bahwa interest rate yang mengikuti proses stokastik
berpengaruh pada risiko kontrak futures option karena adanya
fluktuasi harga pasar.
Thesis oleh Mohammed Oud [11] mempelajari dinamika
harga minyak dari macammacam model persamaan stokastik
dua faktor yang meliputi spot price and net demand model,
spot price and interest rate model, dan spot price and
convenience yield model untuk menjelaskan perilaku dari
harga minyak mentah. Kemudian, berdasarkan model
tersebut dijelaskan pula penyelesaian harga kontrak futures
dari setiap model.
2.2 Komoditas Minyak Mentah
Komoditas merupakan salah satu produk berjangka yang
jumlah perdagangannya cukup besar. Hal ini disebabkan oleh
jenis dan jumlah produk komoditas yang diperdagangkan
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8di bursa berjangka sangat besar. Produk komoditas secara
umum dibagi atas 2 jenis, yaitu jenis hard commodity
(komoditas yang tahan lama) seperti emas, karet, dan
minyak, dan jenis soft commodity (komoditas yang tidak
tahan lama) seperti kopi, jagung, kacang merah, dan kacang
kedelai [12].
Harga suatu komoditas tidak dapat diprediksi namun
biasanya menunjukkan pengaruh musiman. Kelangkaan
pada produk dapat menimbulkan lojakan harga. Komoditas
biasanya diperdagangkan oleh orang yang tidak membutuhkan
bahan mentah melainkan hanya sebagai spekulator.
Perdagangan komoditas banyak dilakukan di pasar futures
yaitu membuat perjanjian untuk membeli atau menjual suatu
komoditas pada waktu tertentu di masa depan [13].
Minyak mentah merupakan salah satu komoditas
utama bagi perekonomian global. Hal ini dikarenakan
minyak mentah merupakan salah satu komponen penting
bagi perkembangan ekonomi, pertumbuhan industri serta
pembangunan negara diberbagai bidang. Selain itu, kegiatan
politik, cuaca ekstrem, dan spekulasi di pasar modal,
merupakan karakter pokok lainnya dari komoditas minyak
mentah yang meningkatkan tingkat volatilitas harga minyak
di pasar minyak. Pengaruh fluktuasi harga minyak meluas
mencampai sejumlah besar barang atau jasa yang memiliki
dampak langsung pada perekonomian serta masyarakat
global [5].
2.3 Kontrak Futures
Kontrak futures adalah kesepakatan antara dua pihak
untuk membeli atau menjual aset pada waktu tertentu di
masa mendatang dengan harga tertentu. Kontrak futures
diperdagangkan di sebuah bursa berjangka. Untuk dua pihak
yang ada dalam kontrak yang tidak tahu satu sama lain, bursa
juga menawarkan sebuah mekanisme yang memberi jaminan
9bahwa kontrak akan terlaksana untuk kedua belah pihak [6].
Kontrak futures merupakan kontrak standar yang jumlah,
mutu, jenis, tempat dan waktu penyerahannya telah
ditetapkan terlebih dahulu. Oleh karena itu bentuknya
yang standar maka yang dapat dinegosiasikan hanyalah
harga atau nilai dari kontrak futures [12]. Tujuan kontrak
futures pada instrumen keuangan adalah untuk mengalihkan
risiko perubahan pada harga sekuritas di masa datang dari
suatu pihak ke pihak lain dalam kontrak tersebut. Karena
itu instrument futures ini menawarkan suatu cara untuk
mengatur tingkat resiko yang ada di pasar. Instrumen
futures ini merupakan zero-sum game bagi pihak-pihak dalam
sebuah kontrak, artinya bahwa keuntungan suatu pihak
merupakan kerugian pihak lain. Pihak yang berpartisipasi
di pasar futures dapat dibedakan menjadi dua, yaitu:
1. Hedgers : pihak yang memasuki sebuah kontrak untuk
mencari perlindungan dari resiko perubahan
harga.
2. Spekulator : pihak yang memasuki kontrak dengan
harapan bahwa resiko perubahan harga dapat
mendatangkan keuntungan baginya.
Jadi seorang hedger menghindari resiko dan melindungi
dirinya dari adanya perubahan harga, sedangkan seorang
spekulator bersedia menampung resiko dan berani bertaruh
guna mendapatkan keuntungan yang tinggi [15].
2.3.1 Spesifikasi Kontrak Futures
Spesifikasi khusus yang ditentukan oleh kedua belah pihak
dalam melakukan kontrak futures meliputi [6]:
1. Aset
Jika aset berupa suatu komoditas, maka ada beberapa
macam kualitas yang memungkinkan untuk pasar.
Bursa menentukan kelas komoditas mana yang bisa
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diterima. Aset finansial pada kontrak futures biasanya
terdefinisi dengan baik dan tidak ambigu.
2. Ukuran Kontrak
Ukuran kontrak menspesifikasikan jumlah aset yang
harus dikirim dalam satu kontrak. Jika ukuran kontrak
terlalu besar, banyak investor yang ingin melakukan
lindung nilai eksposur yang relatif kecil atau yang
mengambil posisi spekulatif yang relatif kecil tidak
akan dapat menggunakan bursa. Di sisi lain, jika
ukuran kontrak terlalu kecil, perdagangan menjadi
mahal karena adanya biaya terkait untuk masing-masing
kontrak.
3. Pengaturan Pengiriman
Tempat untuk pengiriman harus dispesifikasikan oleh
bursa. Hal ini sangat penting untuk komoditas dengan
biaya transportasi yang signifikan. Harga akan menjadi
lebih tinggi untuk lokasi pengiriman yang relatif jauh
dari sumber komoditas.
4. Bulan Pengiriman
Bursa harus menspesifikasikan periode yang tepat
kapan pengiriman dapat dilakukan. Sebagian besar
kontrak futures, memiliki periode pengiriman satu bulan
penuh. Bursa menspesifikasikan kapan perdagangan
dalam bulan tertentu bisa dimulai dan hari terakhir
untuk perdangangan yang dilakukan dalam kontrak
yang diberikan. Perdagangan pada umumnya berhenti
pada beberapa hari sebelum hari terakhir pengiriman
dapat dilakukan.
5. Penawaran Harga
Bursa mendefinisikan bagaimana harga yang
ditawarkan. Contohnya, untuk harga minyak mentah
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pada New York Merchantle Exchange berupa dollar
atau sen.
6. Batas Harga
Kebanyakan kontrak, batas pergerakan harga harian
dispesifikasikan oleh bursa. Tujuan dari batas harga
harian adalah untuk mencegah pergerakan harga yang
besar karena spekulasi yang berlebihan.
7. Batas Posisi
Batas posisi adalah jumlah maksimum dari kontrak
yang bisa dipegang oleh spekulator. Tujuan adanya
batas posisi adalah untuk melindungi spekulator dari
pengaruh yang tidak semestinya di pasar.
2.3.2 Istilah Istilah Pada Kontrak Futures
Istilah istilah penting yang terdapat dalam kontrak
futures adalah sebagai berikut [16]:
1. Underlying asset
Underlying asset adalah sesuatu (komoditas atau aset)
yang disetujui kedua pihak untuk dipertukarkan.
2. Sattlement Date atau Delivery Date
Sattlement date atau delivery date adalah tanggal yang
ditetapkan untuk melakukan transaksi.
3. Futures price
Futures price adalah harga yang telah disepakati
oleh kedua belah pihak yang berkepentingan untuk
melakukan transaksi.
4. Long Futures atau Long Position
Long futures atau long position adalah posisi pihak
yang menyetujui kontrak untuk membeli aset yang
menjadi patokan di kemudian hari (owner/pemilik
kontrak futures).
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5. Short futures atau Short Position
Short futures atau short position adalah posisi pihak
yang menyetujui kontrak untuk menjual aset patokan
di kemudian hari (seller).
6. Lembaga Kliring Berjangka
Lembaga kliring berjangka adalah badan usaha yang
menyelenggarakan dan menyediakan sistem dan/ atau
sarana untuk pelaksanaan kliring dan penjaminan
transaksi di bursa berjangka.
7. Margin
Margin adalah sejumlah uang atau surat berharga yang
harus ditempatkan oleh nasabah pada pialang berjangka
sesuai yang telah ditentukan pada lembaga kliring.
8. Broker atau Pialang
Broker atau pialang adalah badan usaha yang
melakukan kegiatan jual beli komoditas berdasarkan
kontrak futures atas amanat nasabah dengan menarik
sejumlah uang dan/atau surat berharga tertentu sebagai
margin untuk menjamin transaksi tersebut.
2.3.3 Mekanisme Kontrak Futures
Sorang investor yang ingin membeli atau menjual aset
di pasar futures maka ia akan menyerahkan ke perusahaan
broker, yang kemudian akan menyalurkan ke perdagangan
di lantai bursa atau melalui elektronic trading. Setelah
kesepakatan disepakati, rincian kesepakatan selanjutnya
ditangani oleh pihak clearinghouse. Para investor dalam
kontrak futures tidak pernah berurusan secara langsung
melainkan bertransaksi melaului clearinghouse.[17]
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Gambar 2.1: Mekanisme Kontrak Futures
Kontrak baru diciptakan ketika pelanggan baru datang
untuk pertukaran ketika pemilik kontrak tidak memiliki
keinginan untuk melikuidasi posisinya. Disisi lain, jika
pelanggan yang ada ingin menutup short position nya dan
tidak ada pelanggan baru yang mengambil posisinya, maka
harga kontrak akan dinaikkan sampai long position ada yang
tertarik untuk menjual kembali perjanjiannya.
Mekanisme penentuan harga futures ditentukan melaului
persaingan terbuka antar pelaku pasar atau anggota bursa
melalui dua cara [17], yaitu:
1. Sistem lelang terbuka di lantai bursa.
2. Sistem perdagangan elektronik (electronic trading
system) berbasis computer.
2.4 Model Spot Price dan Interest Rate
Persamaan diferensial stokastik model spot price dan
interest rate adalah sebagai berikut[11]:
dP = (r − δ)Pdt+ σ1PdZ˜1 (2.1)
dr = ar(G(t)− r)dt+ σ2r3/2 dZ˜2 (2.2)
Corr (dZ˜1, dZ˜2) = ρdt, (2.3)
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dengan:
P = spot price
r = tingkat suku bunga (interest rate)
δ = convenience yield
t = waktu
σ1 = volatilitas pada model spot price
σ2 = volatilitas pada model interest rate
Z˜1 = proses Wiener pada model spot price
Z˜2 = proses Wiener pada model interest rate
ρ = koefisien korelasi antara proses Wiener pada model
spot price dan proses Wiener pada model interest rate
G(t) = waktu kecepatan pengembalian dari fungsi bebas r
a = kecepatan pengembalian ke rata-rata.
2.5 Lemma Itoˆ
Lemma Itoˆ dapat didefinisikan sebagai versi stokastik dari
aturan rantai sebuah variabel deterministik. Lemma Itoˆ
terkait dengan perubahan kecil dalam fungsi dari variabel acak
dan perubahan kecil dalam variabel acak itu sendiri [11].
Dari persamaan diferensial stokastik (2.1) dan (2.3) diatas
didapatkan Deret Taylor sebagai berikut:
F (P, r, t) = F (P0, r0, t0) +
∂F
∂P
(P − P0) + ∂F
∂r
(r − r0)
+
∂F
∂t
(t− t0) + 1
2
∂2F
∂P 2
(P − P0)2 + 1
2
∂2F
∂P∂r
(P − P0)(r − r0) + 1
2
∂2F
∂P∂t
(P − P0)(t− t0)
+
1
2
∂2F
∂r∂P
(r − r0)(P − P0) + 1
2
∂2F
∂r2
(r − r0)2
+
1
2
∂2F
∂r∂t
(r − r0)(t− t0) + 1
2
∂2F
∂t∂P
(t− t0)
(P − P0) + 1
2
∂2F
∂t∂r
(t− t0)(r − r0) + 1
2
∂2F
∂t2
(t− t0)2. (2.4)
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Persamaan (2.4) dapat ditulis sebagai:
dF =
∂F
∂P
(dP ) +
∂F
∂r
(dr) +
∂F
∂t
(dt) +
1
2
∂2F
∂P 2
(dP )2
+
1
2
∂2F
∂P∂r
(dP )(dr) +
1
2
∂2F
∂P∂t
(dP )(dt)
+
1
2
∂2F
∂r∂P
(dr)(dP ) +
1
2
∂2F
∂r2
(dr)2
+
1
2
∂2F
∂r∂t
(dr)(dt) +
1
2
∂2F
∂t∂P
(dt)(dP )
+
1
2
∂2F
∂t∂r
(dt)(dr) +
1
2
∂2F
∂t2
(dt)2. (2.5)
Dengan mensubstitusikan persamaan (2.1-2.3) ke
persamaan (2.4) dan karena (dt)2 = 0, dZ˜1dt = 0, dZ˜2dt = 0
didapatkan Lemma Itoˆ:
dF (P, r, t) =
∂F
∂P
dP +
1
2
∂2F
∂P 2
(dP )2 +
∂F
∂r
dr +
1
2
∂2F
∂r2
(dr)2 +
∂2F
∂P∂r
(dPdr) +
∂F
∂t
dt. (2.6)
2.6 Metode Beda Hingga
Metode numerik adalah teknik untuk menyelesaikan
permasalahan-permasalahan yang diformulasikan secara
matematis dengan cara operasi hitungan (arithmetic).
Hasil perhitungan numerik merupakan nilai perkiraan atau
pendekatan dari penyelesaian analitik atau eksak. Salah satu
metode numerik adalah metode beda hingga. Metode beda
hingga sering digunakan dalam bidang teknik maupun sains
untuk mencari penyelesaian diferensial. Pada prinsipnya
solusi numerik didapatkan dengan mengganti turunan yang
ada pada persamaan diferensial dengan diskritisasi yang
didapatkan menggunakan Deret Taylor.
Pada Deret Taylor, apabila suatu fungsi f(x)
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dideferensialkan dalam iterval [x0 − h, x0 + h] dengan
nilai h cukup kecil, maka hal ini dapat diuraikan dalam
bentuk deret Taylor pada titik (x0 + h) yang dinyatakan
sebagai berikut [18]:
f(x0 + h) = f(x0) +
f ′(x0)
1!
h+
f ′′(x0)
2!
h2 + ...+
fn−1(x0)
(n− 1)! h
n−1 +O(hn) (2.7)
sedangkan pada titik (x0 − h) diperoleh bentuk deret Taylor
sebagai berikut:
f(x0 − h) = f(x0)− f
′(x0)
1!
h− f
′′(x0)
2!
h2 − ...−
fn−1(x0)
(n− 1)! h
n−1 −O(hn) (2.8)
Pada persamaan (2.8) h dianggap bernilai sangat kecil,
sehingga h2 memungkinkan memiliki nilai yang lebih kecil.
Dengan mengabaikan h2 dan suku-suku berorde lebih
dari satu maka dilakukan pemotongan untuk mendapatkan
turunan pertama dari persamaan (2.7) yang dinyatakan
sebagai berikut:
f(x0 + h) = f(x0) +
f ′(x0)
1!
h+O(h2), (2.9)
dari persamaan(2.9) diperoleh persamaan sebagai berikut:
f ′(x0) =
f(x0 + h)− f(x0)
h
−O(h), (2.10)
persamaan (2.9) dapat ditulis sebagai,
f ′(x0) ≈ f(x0 + h)− f(x0)
h
, (2.11)
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persamaan (2.11) dikenal sebagai pendekatan beda maju
(forward difference). Sedangkan pendekatan beda mundur
(backward difference) ditunjukkan dalam persamaan (2.12) di
bawah ini yang merupakan pendekatan turunan pertama dari
persamaan (2.8) dinyatakan sebagai berikut
f(x0 − h) = f(x0)− f ′(x0)h−O(h2), (2.12)
dari persamaan (2.12)diperoleh persamaan sebagai berikut:
f ′(x0) =
f(x0)− f(x0 − h)
h
−O(h), (2.13)
persamaan (2.13) dapat ditulis sebagai,
f ′(x0) ≈ f(x0)− f(x0 − h)
h
. (2.14)
Pendekatan turunan pertama yang lain yaitu pendekatan
beda pusat (center difference) pada pesamaan (2.15) diperoleh
dengan menjumlahkan persamaan (2.11) dan persamaan
(2.14) dinyatakan sebagai berikut:
f ′(x0) ≈ f(x0 + h)− f(x0 − h)
2h
. (2.15)
Turunan kedua ditinjau dari deret Taylor hingga suku
berorde dua, sehingga pemotongan dilakukan mulai suku-suku
berorde tiga,
f(x0 + h) = f(x0) + f
′(x0)h+
f ′′(x0)
2!
h2 +O(h3) (2.16)
f(x0 − h) = f(x0)− f ′(x0)h+ f
′′(x0)
2!
h2 −O(h3) (2.17)
dengan menjumlahkan persamaan (2.16) dan persamaan
(2.17) diperoleh pendekatan turunan kedua pada persamaan
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(2.18) berikut:
f ′′(x0) ≈ f(x0 + h)− 2f(x0) + f(x0 − h)
h2
. (2.18)
Nilai pendekatan untuk turunan ketiga, keempat, dan
seterusnya dapat dilakukan dengan cara yang sama.
Apabila sumbu x dibagi menjadi beberapa bagian interval
∆x yang panjangnya sama, maka absis titik i dapat ditulis
dalam bentuk xi = i(∆x) dengan i = 1, 2, 3, ... sehingga
pendekatan turunan pertama dan kedua di titik i menjadi
[19]:
1. Pendekatan beda maju (forward diference)
f ′(xi) ≈ fi+1 − fi
(∆x)
. (2.19)
2. Pendekatan beda mundur (backward difference)
f ′(xi) ≈ fi+1 − fi−1
(∆x)
. (2.20)
3. Pendekatan beda pusat (center difference)
f ′(xi) ≈ fi+1 − fi−1
2(∆x)
. (2.21)
4. Pendekatan turunan kedua
f ′′(xi) ≈ fi+1 − 2fi + fi−1
(∆x)2
. (2.22)
Apabila fungsi mengandung lebih dari satu variabel, maka
deret Taylor diturunkan secara parsial terhadap variabel-
variabelnya. Misalkan untuk fungsi F = F (P, t) diperoleh
ekspansi deret Taylor terhadap variabel P dan t sebagai
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berikut:
1. Deret Taylor pada titik (Pi+1, tj)
F (Pi+1, tj) = F (Pi, tj) + FP (Pi, tj)(∆S) +
FPP (Pi, tj)
2!
(∆P )2 + ...+
F(k−1)P (Pi, tj)
(k − 1)! (∆P )
k−1 +
O((∆P )k) (2.23)
2. Deret Taylor pada titik (Pi, tj+1)
F (Pi, tj+1) = F (Pi, tj) + FT (Pi, tj)(∆t) +
Ftt(Pi, tj)
2!
(∆t)2 + ...+
F(k−1)t(Pi, tj)
(k − 1)! (∆t)
k−1 +
O((∆t)k) (2.24)
Turunan parsial pertama fungsi F (P, t) dengan
pendekatan beda maju terhadap variabel P dan t didapat
dari deret Taylor diatas dituliskan pada persamaan (2.25)
dan (2.26) berikut:
FP (Pi, tj) ≈ F (Pi+1, tj)− F (Pi, tj)
∆P
(2.25)
FT (Pi, tj) ≈ F (Pi, tj+1)− F (Pi, tj)
∆t
(2.26)
pendekatan beda mundur terlihat pada persamaan (2.27) dan
(2.28) berikut:
FP (Pi, tj) ≈ F (Pi, tj)− F (Pi−1, tj)
∆P
(2.27)
Ft(Pi, tj) ≈ F (Pi, tj)− F (Pi, tj−1)
∆t
(2.28)
20
pendekatan beda pusat terlihat pada persamaan (2.29) dan
(2.30) berikut:
FP (Pi, tj) ≈ F (Pi+1, tj)− F (Pi−1, tj)
2(∆P )
(2.29)
FT (Pi, tj) ≈ F (Pi, tj+1)− F (Pi, tj−1)
2(∆t)
(2.30)
Pendekatan turunan parsial kedua diperoleh pada
persamaan (2.31) dan (2.32) berikut:
FPP (Pi, tj) ≈ F (Pi+1, tj)− 2F (Pi, tj) + F (Pi−1, tj)
(∆P )2
(2.31)
Ftt(Pi, tj) ≈ F (Pi, tj+1)− 2F (Pi, tj) + F (Pi, tj−1)
(∆t)2
(2.32)
2.7 Metode Beda Hingga Eksplisit
Pada metode ini, pendekatan turunan parsial pertama
beda maju terhadap waktu (forward time) diterapkan pada
Ft, sedangkan pendekatan turunan parsial pertama beda maju
terhadap dimensi ruang diterapkan pada FP dan turunan
parsial kedua diterapkan pada FPP .
Pendekatan turunan parsial pertama beda maju terhadap
waktu diperoleh dengan melakukan pemotongan terhadap
suku berorde lebih dari satu terlihat pada persamaan sebagai
berikut:
F (Pi, tj+1) = F (Pi, tj) + Ft(Pi, tj)(∆t) +O((∆t)
2) (2.33)
persamaan (2.33) dapat dinyatakan sebagai berikut:
Ft(Pi, tj) ≈ F (Pi, tj+1)− F (Si, tj)
∆t
(2.34)
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apabila sumbu t dibagi menjadi beberapa bagian interval ∆t
yang panjangnya sama, maka absis titik j dapat ditulis dalam
bentuk tj = j(∆t) dengan j = 0, 1, 2, . . .. Sehingga penerapan
pendekatan beda maju terhadap Ft pada persamaan (2.34)
berikut:
Ft(P, t) ≈ F
j+1
i − F ji
∆t
(2.35)
Cara yang sama dapat digunakan untuk memperoleh
turunan parsial pertama pada pendekatan beda pusat di titik
(i, j) dengan deret Taylor:
FP (P, t) ≈
F ji+1 − F ji
2∆P
(2.36)
sedangkan untuk turunan kedua pendekatan beda pusat
dinyatakan sebagai berikut,
FPP (P, t) ≈
F ji+1 − 2F ji + F ji−1
(∆P )2
(2.37)
untuk semua i = 1, 2, 3, . . . dan j = 1, 2, 3, . . .
Pada skema Eksplisit, variabel pada waktu j + 1 dihitung
berdasarkan variabel pada waktu j yang sudah diketahui,
seperti yang terlihat pada Gambar 2.2 [20].
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Gambar 2.2: Skema Beda Hingga Eksplisit
2.8 Metode Beda Hingga Implisit
Pada Tugas Akhir ini, penyelesaian dari harga kontrak
futures dengan model Spot price dan Interest Rate didapatkan
melalui penyelesaian secara numerik. Metode penyelesaian
secara numerik yang digunakan adalah metode beda hingga
secara implisit.
Pendekatan turunan parsial pertama dengan pendekatan
beda maju terhadap waktu dari fungsi F = F (P, t)
pada metode beda hingga implisit dengan t dibagi menjadi
beberapa bagian interval ∆t yang panjangnya sama, maka
absis titik j dapat ditulis dalam bentuk tj = j(∆t) dengan
j = 0, 1, 2, . . . maka didapatkan persamaan (2.38) sebagai
berikut:
Ft(P, t) ≈ F
j+1
i − F ji
∆t
(2.38)
Dengan cara yang sama dapat digunakan untuk
mendapatkan turunan parsial dengan pendekatan beda
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pusat terhadap P yang ditunjukkan pada persamaan berikut:
FP (P, t) ≈
F j+1i+1 − F j+1i
∆P
. (2.39)
Sedangkan turunan parsial kedua pendekatan beda
pusat pada metode beda hingga implisit didapatkan pada
persamaan (2.40) sebagai berikut :
FPP (P, t) ≈
F j+1i+1 − 2F j+1i + F j+1i−1
(∆P )2
(2.40)
untuk semua i = 1, 2, 3, ... dan j = 1, 2, 3, ...
Pada skema implisit, variabel pada waktu j + 1 dihitung
berdasarkan variabel pada waktu j yang sudah diketahui,
seperti yang terlihat pada Gambar 2.3 [20].
Gambar 2.3: Skema Beda Hingga Implisit
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2.9 Metode Beda Hingga Crank-Nicolson
Metode Crank-Nicolson merupakan pengembangan dari
metode Eksplisit dan metode Implisit. Pada metode Crank-
Nicolson, pendekatan solusi F j+1i dihitung melalui titik i, j
dan titik i, j+1, artinya pendekatan suku derivatif ruang pada
waktu ke j+
1
2
merupakan nilai ratarata derivatif pada waktu
ke j dan j + 1
Untuk fungsi F = F (P, t) diperoleh pendekatan turunan
parsial pertama metode beda hingga Crank-Nicolson terlihat
pada persamaan (2.41) dan (2.42) sebagai berikut:
Ft(P, t) ≈ F
j+1
i − F ji
(∆t)
(2.41)
FP (P, t) ≈ 1
2(∆P )
(
F ji+1 − F ji−1 + F j+1i+1 − F j+1i−1
) . (2.42)
Sedangkan pendekatan turunan parsial kedua pada
metode beda hingga Crank-Nicolson terlihat pada persamaan
(2.43) berikut:
FPP (P, t) ≈ 1
2(∆P )2
(
F ji+1 − 2F ji + F ji+1 + F j+1i+1 − 2F j+1i F j+1i−1
)
(2.43)
untuk semua i = 1, 2, 3, ... dan j = 1, 2, 3, ...
Untuk skema yang menggambarkan cara memperoleh nilai
melalui metode beda hingga Crank-Nicolson ditunjukkan pada
Gambar 2.4 berikut [20].
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Gambar 2.4: Skema Beda Hingga Crank-Nicolson

BAB III
METODE PENELITIAN
Dalam bab ini diuraikan langkah-langkah sistematis
dan diagaram alur penelitian yang dilakukan dalam proses
pengerjaan Tugas Akhir ini, yaitu terdiri atas:
3.1 Tahap Penelitian
Berikut adalah tahap-tahap yang dilakukan dalam
pengerjaan Tugas Akhir ini.
1. Studi literatur
Pada tahap ini dilakukan pencarian dan pengumpulan
referensi yang menunjang penelitian. Referensi yang
dipakai adalah buku-buku literatur, jurnal ilmiah, tugas
akhir atau thesis yang berkaitan dengan permasalahan,
maupun artikel dari internet. Dengan tujuan untuk
mempelajari lebih mendalam mengenai kontrak futures
komoditas minyak mentah, Lemma Ito (Itoˆs Lemma),
Deret Taylor, persamaan diferensial model spot price
dan interest rate, metode beda hingga, dan pustaka
lain yang digunakan untuk mendapatkan penyelesaian
numerik harga kontrak futures.
2. Penyusunan Portofolio Kontrak Futures
Pada tahap ini akan dilakukan pembentukan portofolio
kontrak futures berdasarkan persamaan diferensial
stokastik model dua faktor spot price dan interest rate.
3. Pembentukan Persamaan Diferensial Parsial Model Spot
Price dan Interest Rate
Pada tahap ini persamaan diferensial parsial model
spot price dan interest rate akan dibentuk berdasarkan
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portofolio kontrak futures yang telah didapatkan pada
tahap sebelumnya dengan menggunakan Lemma Ito dan
Deret Taylor.
4. Pembentukan Sistem Persamaan Diferensial Parsial
Model Spot Price dan Interest Rate
Dalam tahap ini persamaan diferensial parsial model
spot price dan interest rate yang sudah terbentuk
akan diubah kedalam Sistem Persamaan Diferensial
berdasarkan boundary condition pada kasus kotrak
futures komoditas minyak mentah.
5. Tahap Penyelesaian
Dalam tahapan ini, akan dicari penyelesaian numerik
berupa harga kontrak futures dari sistem persamaan
diferensial parsial model yang sudah terbentuk dengan
menggunakan metode beda hingga implisit. Kemudian
dilakukan simulasi dari hasil yang telah didapatkan
dengan menggunakan software MATLAB.
6. Penarikan Kesimpulan
Setelah menemukan harga kontrak futures dari
penyelesaian sistem persamaan diferensial parsial model
spot price dan interest rate, selanjutnya dilakukan
penarikan kesimpulan dari pembahasan yang telah
dilakukan sebelumnya, serta pemberian saran sebagai
bahan masukan penelitian lebih lanjut.
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3.2 Alur Penelitian
Berikut adalah alur penelitian yang dilakukan dalam
penelitian Tugas Akhir ini.
Gambar 3.1: Diagram Alir Penelitian

BAB IV
ANALISIS DAN PEMBAHASAN
Pada bab ini dilakukan analisis hasil dan pembahasan
mengenai langkah-langkah dalam perhitungan harga kontrak
futures menggunakan persamaan diferensial stokastik
model Spot Price dan Interst Rate dengan penyelesaian
menggunakan metode beda hingga Implisit. Penentuan
harga kontrak futures dapat dilakukan melalui tahap
penyusunan portofolio kontrak futures, kemudian dilakukan
pembentukan sistem persamaan diferensial parsial dan
dilanjutkan melakukan diskritisasi untuk mendapatkan
penyelesaian numerik yaitu menggunakan metode beda
hingga implisit yang selanjutnya akan dilakukan simulasi dari
hasil perhitungan numerik tersebut.
4.1 Pembentukan Sistem Persamaan Diferensial
Parsial
Dalam Tugas Akhir ini dibahas kontrak futures dengan
tipe Eropa, dimana penyelesaian kontrak hanya dapat
dilakukan tepat pada satlement date yang telah ditentukan
dalam kontrak. Kontrak futures dengan tipe Eropa
bergantung pada spot price dan tingkat suku bunga (interest
rate). Spot price dan tingkat suku bunga (interest rate)
dianggap bergerak secara fluktuatif.
Penentuan nilai kontrak futures dapat dilakukan dengan
menggunakan model Spot Price dan Interest Rate. Model Spot
Price dan Interest Rate yang digunakan dalam Tugas Akhir
ini adalah model dua faktor, dimana model ini diasumsikan
mengikuti risk-neutral correlated. Model dua faktor Spot
Price dan Interest Rate tersebut dituliskan pada persamaan
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(2.1) dan (2.2) dengan korelasi keduanya dituliskan pada
persamaan (2.3).
Pembentukan sistem persamaan diferensial parsial
meliputi langkah-langkah: pembentukan Lemma Itoˆ,
penyusunan portofolio, pembentukan persamaan diferensial
parsial, serta penentuan syarat awal dan syarat batas.
4.1.1 Pembentukan Lemma Itoˆ
Untuk membentuk persamaan diferensial model Spot Price
dan Interest Rate digunakan Lemma Itoˆ pada persamaan
(2.6). Untuk menggunakan Lemma Ito tersebut diperlukan
(dP )2, (dr)2, dan dPdr yang dinyatakan pada persamaan (4.1-
.4.3) sebagai berikut:
(dP )2 = (r2P 2 − 2δrP 2)(dt)2 + (2σ1rP 2 − 2σ1δP 2)
dtdZ˜1 + σ
2
1P
2(dZ˜1)
2 (4.1)
(dr)2 = (a2r2(G(t))2 − a2r3 − a2r3(G(t)) + a2r4)
(dt)2 + (2σ2r
5/2a(G(t))− 2σ2ar7/2)dZ˜2dt
+σ22r
3(dZ˜2)
2 (4.2)
dPdr = (ar2P (G(t))− δPar(G(t))− ar3P + δPar2)(dt)2
+(σ1Par(G(t))− σ1Par2)dZ˜1dt+ (σ2Pr5/2
−δσ2Pr3/2)dZ˜2dt+ σ1σ2Pr3/2dZ˜1dZ˜2 (4.3)
karena (dt)2 = 0, dZ˜1dt = 0, dZ˜2dt = 0, (dZ˜1)
2 = dt,
(dZ˜2)
2 = dt [21], dan Corr(dZ˜1, dZ˜2) = ρdt persamaan (4.1),
(4.2), dan (4.3) dapat ditulis sebagai berikut:
(dP )2 = σ21P
2dt (4.4)
(dr)2 = σ22r
3dt (4.5)
dPdr = σ1σ2Pr
3/2ρdt. (4.6)
Dengan melakukan substitusi dari persamaan (2.1), (2.2),
(2.3), (4.4),(4.5), dan (4.7) kedalam persamaan(2.7) maka
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didapatkan persamaan sebagai berikut:
dF = ((r − δ)P ∂F
∂P
+
σ21P
2
2
∂2F
∂P 2
+ ar(G(t)− r)∂F
∂r
+
σ22r
3
2
∂2F
∂r2
+ σ1σ2Pr
3/2ρ
∂2F
∂P∂r
+
∂F
∂t
)dt
+σ1P
∂F
∂P
dZ˜1 + σ2r
3/2∂F
∂r
dZ˜2. (4.7)
Persamaan (4.7) merupakan Lemma Itoˆ dari fungsi futures
prices F (P, r, t) yang dapat ditulis sebagai,
dF = L(F )dt+ σ1(P, r, t)P
∂F
∂P
dZ˜1
+σ2(r, t)r
3/2∂F
∂r
dZ˜2 (4.8)
dengan,
L(F ) = (r − δ)P ∂F
∂P
+
σ21(P, r, t)P
2
2
∂2F
∂P 2
+ar(G(t)− r)∂F
∂r
+
σ22(r, t)r
3
2
∂2F
∂r2
+σ1(P, r, t)σ2(r, t)Pr
3/2ρ
∂2F
∂P∂r
+
∂F
∂t
(4.9)
4.1.2 Penyusunan Portofolio
Pada bab sebelumnya diketahui bahwa persamaan
diferensial stokastik model Spot Price dan Interest rate dengan
risk-neutral correlated ditunjukkan pada persamaan (2.1) dan
(2.2).
Penyusunan portofolio trading adalah sebagai berikut:
1. Satu kontrak yang dibeli (long futures) pada spot price
(P) dengan nilai F1 di maturity date T1,
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2. x kontrak yang dijual (short futures) dengan nilai F2 di
maturity date T2,
3. y kontrak yang dijual (short futures) dengan nilai F3 di
maturity date T3.
portofolio trading tersebut ditulis dalam bentuk matematis
sebagai berikut,
pi = F1(P, r, t : T1)− xF2(P, r, t : T2)
−yF3(P, r, t : T3) (4.10)
bentuk turunan pertama persamaan (4.10) sebagai berikut,
dpi = dF1 − xdF2 − ydF3 (4.11)
dengan melakukan substitusi persamaan (4.8) pada
persamaan (4.11) dihasilkan persamaan sebagai berikut:
dpi = (L(F1)− xL(F2)− yL(F3)) dt
+
(
∂F1
∂P
− x∂F2
∂P
− y∂F3
∂P
)
σ1PdZ˜1
+
(
∂F1
∂r
− x∂F2
∂r
− y∂F3
∂r
)
σ2r
3/2dZ˜2 (4.12)
dimana L(Fi) untuk i = 1, 2, 3 ditunjukkan pada persamaan
(4.9).
Nilai dari x dan y digunakan untuk membuat koefisien
dari dZ˜1 dan dZ˜2 pada persamaan (4.12) sama dengan nol,
sehingga portofolio memiliki zero-risk. Oleh karena itu return
dari portofolio, dpi, harus sama dengan nol. Kondisi zero-risk
dan zero-return mengikuti persamaan berikut:
∂F1
∂P
− x∂F2
∂P
− y∂F3
∂P
= 0 (4.13)
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∂F1
∂r
− x∂F2
∂r
− y∂F3
∂r
= 0 (4.14)
L(F1)− xL(F2)− yL(F3) = 0. (4.15)
Kondisi pada persamaan (4.13), (4.14), dan (4.15)
menunjukkan bahwa ada hubungan linier antara fungsi L(F ),
σ1(P, r, t)
∂F
∂P
, dan σ2(r, t)
∂F
∂r
dengan maturitas T . Sehingga
dapat dituliskan,
L(F ) = σ1(P, r, t)λP (P, r, t)
∂F
∂P
+σ2(r, t)λr(P, r, t)
∂F
∂r
(4.16)
dengan λP (P, r, t) dan λr(P, r, t) adalah fungsi arbitrary.
Kedua fungsi tersebut merepresentasikan harga pasar per unit
dari resiko spot price dan harga pasar per unit dari resiko
faktor interest rate.
4.1.3 Pembentukan Persamaan Diferensial Parsial
Dengan mensubstitusikan persamaan (4.9) ke persamaan
(4.16) didapatkan persamaan diferensial parsial model spot
price dan interest rate sebagai berikut:
1
2
σ21P
2∂
2F
∂P 2
+ (r − δ)P ∂F
∂P
+
σ22r
3
2
∂2F
∂r2
+ ar(G(t)− r)∂F
∂r
+ σ1σ2Pr
3/2ρ
∂2F
∂P∂r
+
∂F
∂t
= σ1λP
∂F
∂P
+ σ2λr
∂F
∂r
. (4.17)
Pada tugas akhir ini diasumsikan tidak ada korelasi antara
proses Wiener pada model spot price dan proses Wiener pada
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model interest rate sehingga ρ = 0 dan persamaan (4.17)
menjadi,
1
2
σ21P
2∂
2F
∂P 2
+ (r − δ)P ∂F
∂P
+
σ22r
3
2
∂2F
∂r2
+ ar(G(t)− r)∂F
∂r
+
∂F
∂t
= σ1λP
∂F
∂P
+ σ2λr
∂F
∂r
. (4.18)
Dari fungsi arbitrary σ1λP = λP dan σ2λr = λr
didapatkan:
λP = 0 (4.19)
λr = 0. (4.20)
Dengan mensubstitusikan persamaan (4.19) dan (4.20) ke
persamaan (4.18) didapatkan,
σ21P
2
2
∂2F
∂P 2
+ (r − δ)P ∂F
∂P
+
σ22r
3
2
∂2F
∂r2
+ ar(G(t)− r)∂F
∂r
+
∂F
∂t
= 0 (4.21)
karena t = T − τ dan T = 0 didapatkan:
G(t) = g(τ) (4.22)
dt = −dτ. (4.23)
Dengan mensubstitusikan persamaan (4.22) dan (4.23) ke
persamaan (4.21) didapatkan persamaan diferensial parsial
dengan zero-risk untuk model spot price dan interest rate
sebagai berikut:
σ21P
2
2
∂2F
∂P 2
+ (r − δ)P ∂F
∂P
+
σ22r
3
2
∂2F
∂r2
+ ar(g(τ)− r)∂F
∂r
−∂F
∂τ
= 0 (4.24)
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4.1.4 Syarat Awal dan Syarat Batas
Syarat awal dan syarat batas untuk persamaan diferensial
model spot price dan interest rate adalah sebagai berikut:
1. Pada saat memasuki kontrak maka nilai kontrak futures
memenuhi persamaan berikut,
F (P, r, 0) = P. (4.25)
2. Pada saat harga komoditas minyak mentah = 0 maka
nilai kontrak futures mencapai titik terendah yaitu 0
seperti yang ditunjukkan pada persamaan berikut,
F (0, r, τ) = 0. (4.26)
3. Pada saat tingkat suku bunga (interest rate) mencapai
titik terendah = 0 maka nilai kontrak futures memenuhi
persamaan berikut,
F (P, 0, τ) = Pe−δτ . (4.27)
Dari persamaan (4.24 - 4.27) didapat sistem persamaan
diferesial parsial model spot price dan interest rate sebagai
berikut:
σ21P
2
2
∂2F
∂P 2
+ (r − δ)P ∂F
∂P
+
σ22r
3
2
∂2F
∂r2
+ ar(g(τ)− r)∂F
∂r
−∂F
∂τ
= 0
F (P, r, 0) = P
F (0, r, τ) = 0
F (P, 0, τ) = Pe−δτ
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4.2 Diskritisasi Model Spot Price dan Interest Rate
dengan Metode Beda Hingga Implisit
Pmax adalah spot price maksimum komoditas minyak
mentah yang dapat dibagi menjadi N grid sehingga
∆P =
Pmax
N
dan jika dimasukkan ke dalam N + 1 dimensi
vektor menjadi 0,∆P, 2∆P, . . . , Pmax. Sedangkan r adalah
tingkat suku bunga (interest rate) yang dapat dibagi sebanyak
M grid sengan panjang interval ∆r =
r
M
dan jika dimasukkan
ke dalam M + 1 dimensi vektor menjadi 0,∆r, 2∆r, . . . , r.
Pembagian grid persamaan diferensial parsial model spot
price dan interest rate dapat dilihat pada Gambar 4.1.
Gambar 4.1: Pembagian Grid dan Syarat Batas
Nilai-nilai yang berada pada titik i,j saat waktu n
yang ditunjukkan Gambar 4.1 didapat dari nilai yang
sudah diketahui pada waktu n − 1 berdasarkan syarat
awal dan syarat batas. Nilai pada waktu n + 1 diperoleh
dari perhitungan menggunakan nilai yang sudah didapat
sebelumnya pada waktu n. Cara yang sama dilakukan untuk
memperoleh nilai titik i,j pada waktu seterusnya.
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Metode beda hingga implisit merupakan metode yang
digunakan dalam Tugas Akhir ini untuk mendiskritkan
persamaan diferensial parsial model Spot price dan Interest
rate. Model tersebut didiskritkan melalui grid dengan skema
diferensial maju untuk turunan pertama dan kedua terhadap
spot price (P ), interest rate (r), dan waktu (τ). Bentuk
diskrit setiap nilai pada sumbu (P) dan (r) dinyatakan dalam
P = i(∆P ) dan r = j(∆r) dengan i merupakan titik pada
sumbu P dan j merupakan titik pada sumbu r. Bentuk
diskrit untuk turunan terhadap spot price, interest rate, dan
waktu dinyatakan sebagai berikut:
∂F
∂P
=
Fni+1,j − Fni,j
∆P
(4.28)
∂F
∂r
=
Fni,j+1 − Fni,j
∆r
(4.29)
∂F
∂τ
=
Fni,j − Fn−1i,j
∆τ
(4.30)
∂2F
∂P 2
=
Fni+1,j − 2Fni,j + Fni−1,j
∆P
(4.31)
∂2F
∂r2
=
Fni,j+1 − 2Fni,j + Fni,j−1
∆r
. (4.32)
Penyelesaian persamaan diferensial parsial model Spot
price dan Interest rate didapat dengan menggunakan bentuk
diskrit setiap nilai pada sumbu (P) dan (r) dan bentuk diskrit
turunan terhadap spot price, interest rate, dan waktu pada
persamaan (4.28 - 4.32) kedalam persamaan (4.24) sehingga
didapat persamaan sebagai berikut,
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σ21i
2(∆P )2
2
(
Fni+1,j − 2Fni,j + Fni−1,j
(∆P )2
)
+ (j(∆r)− δ)
i(∆P )
(
Fni+1,j − Fni,j
∆P
)
+ ai(∆r)(g(τ)− i(∆r))(
Fni,j+1 − Fni,j
∆r
)
+
σ22i
2(∆r)3
2
(
Fni,j+1 − 2Fni,j + Fni,j−1
(∆r)2
)
+
(
Fni,j − Fn−1i,j
∆τ
)
= 0 (4.33)
dari persamaan (4.33) didapat persamaan yang digunakan
untuk menentukan nilai setiap titik pada Fn−1i,j ,
Fni+1,j(−∆τ)
(
σ21i
2
2
+ ij(∆r)− δi
)
+ Fni,j(−∆τ)(−σ21i2
−ij(∆r) + δi− ai(g(τ)) + ai2(∆r)− σ22i2(∆r)−
1
∆τ
)
+Fni−1,j(−∆τ)(
σ21i
2
2
) + Fni,j+1(−∆τ)(ai(g(τ))− ai2(∆r)
+
σ22i
2(∆r)
2
) + (−∆τ)σ
2
2i
2(∆r)
2
Fni,j−1 = F
n−1
i,j (4.34)
maka persamaan (4.34) dapat dituliskan sebagai berikut,
AijF
n
i+1,j +BijF
n
i,j + CiF
n
i−1,j +DiF
n
i,j+1
+EiF
n
i,j−1 = F
n
i,j (4.35)
dengan,
Aij = (−∆τ)
(−σ21i2
2
+ ij(∆r)− δi
)
Bij = (−∆τ)(−σ21i2 − ij(∆r) + δi− ai(g(τ))
+ai2(∆r)− σ22i2(∆r)−
1
∆τ
)
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Ci = (−∆τ)σ
2
1i
2
2
Di = (−∆τ)
(
ai(g(τ))− ai2(∆r) + σ
2
2i
2(∆r)
2
)
Ei = (−∆τ)σ
2
2i
2(∆r)
2
untuk setiap i yang merupakan bagian dari grid yang membagi
domain P dengan interval [0, N ] yaitu sebanyak N + 1
dimensi vektor dan setiap j merupakan bagian dari grid yang
membagi domain r dengan interval [0,M ] yaitu sebanyak
M+1 dimensi vektor. Persamaan akan menghasilkan matriks
sebagai berikut,
Oi,jF
n
i,j = F
n−1
i,j . (4.36)
dengan,
Fni,j =

Fn0,0
Fn0,1
Fn0,2
...
FnN−1,M−1
,
Fn−1i,j =

Fn−10,0
Fn−10,1
Fn−10,2
...
Fn−1N−1,M−1
, dan
Oi,j adalah matriks yang dibentuk dari Aij , Bij , Ci, Di,
dan Ei yang berukuran N
2 ×N2.
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Dari persamaan (4.36) dapat dihasilkan matriks Fn
sebagai berikut,
Fni,j = inv(Oi,j)F
n−1
i,j . (4.37)
Persamaan (4.37) merupakan matriks yang menunjukkan
hasil perhitungan nilai kontrak futures komoditas minyak
mentah pada waktu n.
4.3 Hasil Perhitungan Numerik Model Spot Price
dan Interest Rate dengan Metode Beda Hingga
Implisit
Perhitungan harga kontrak futures dengan menggunakan
model Spot Price dan Interest Rate dilakukan dengan
menggunakan peneyelesaian secara numerik. Penyelesaian
numerik yang dipilih menggunakan metode beda hingga
implisit. Persamaan diferensial parsial yang telah dibentuk
beserta syarat batas diselesaikan dengan menggunakan
metode beda hingga implisit. Tabel 4.1 berikut adalah hasil
perhitungan numerik persamaan diferensial parsial model Spot
Price dan Interest Rate,
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Tabel 4.1: Hasil Perhitungan Harga Kontrak Futures
Komoditas Minyak Mentah
Pmax rmax Matriks Harga Kontrak Futures (F )
100 0.0025
0 0 0 0
33.3333 31.0875 31.0347 30.5573
66.6667 50.5516 50.1680 48.8848
100 45.1147 44.3347 43.0767
100 0.25
0 0 0 0
33.3333 31.9625 29.7236 23.2354
66.6667 56.4344 46.0381 30.6717
100 64.3646 44.4098 26.6450
100 0.5
0 0 0 0
33.3333 31.6166 28.3185 20.3929
66.6667 55.8630 43.5275 26.6978
100 67.9444 45.3664 24.9474
100 0.75
0 0 0 0
33.3333 31.2285 27.2565 18.7244
66.6667 55.2681 42.0372 24.7917
100 69.6132 46.0805 24.5085
100 1
0 0 0 0
33.3333 30.8887 26.4474 17.5999
66.6667 54.8167 41.0609 23.6524
100 70.6077 46.6001 24.3692
Tabel 4.1 didapat dari perhitungan harga kontrak
futures dengan menggunakan persamaan diferensial parsial
yang telah didapatkan pada tahap sebelumnya dengan
mengambil parameter expiry date(τ) = 1 tahun, kecepatan
pengembalian (a) = 1, volatilitas spot price = 1%, volatilitas
interest rate = 6% , waktu kecepatan pengembalian (g(τ)) =
0.03 tahun, dan convenience yield (δ) = 0.05%.
Terlihat untuk Spot Price (Pmax) = 100 dan Interest Rate
(rmax) = 0.0025 matriks perhitungan nilai kontrak futures
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sesuai dengan skema grid adalah:
i/j j=0 j=1 j=2 j=3
i=0 0 0 0 0
i=1 33.3333 31.0875 31.0347 30.5573
i=2 66.6667 50.5516 50.1680 48.8848
i=3 100 45.1147 44.3347 43.0767
Untuk i = 0 berarti nilai dari Spot Price = 0 dan
berlaku syarat batas F (0, r, τ) = 0. Sedangkan untuk j = 0
berarti nilai dari Interest Rate = 0 dan berlaku syarat batas
F (P, 0, τ) = Pe−δτ , atau dalam bentuk diskrit dapat ditulis
sebagai F (P, 0, τ) = i∆Pe−δ∆τ . Hasil perhitungan untuk
Spot Price dan Interest Rate yang lain dapat ditunjukkan
dengan cara yang sama.
Hasil perhitungan numerik harga kontrak futures
komoditas minyak mentah pada Tabel 4.1 dapat ditunjukkan
dalam bentuk grafik pada Gambar 4.2 sampai dengan
Gambar 4.6 berikut,
Gambar 4.2: Nilai Kontrak Futures saat P = 100 dan r =
0.0025
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Gambar 4.3: Nilai Kontrak Futures saat P = 100 dan r =
0.25
Gambar 4.4: Nilai Kontrak Futures saat P = 100 dan r = 0.5
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Gambar 4.5: Nilai Kontrak Futures saat P = 100 dan r =
0.75
Gambar 4.6: Nilai Kontrak Futures saat P = 100 dan r = 1
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Pada Gambar 4.2 sampai Gambar 4.6 menunjukkan
grafik hasil perhitungan nilai kontrak futures menggunakan
diskritisasi sistem persamaan diferensial parsial model Spot
Price dan Interest Rate dengan tingkat suku bunga (interest
rate) yang berbeda-beda.
Menurut data dari The Federal Reserve (the central bank
of the United States) [22], tingkat suku bunga (interest rate)
yang berlaku pada satu dekade terakhir (Januari 2008 - Juni
2017) pada skala 0− 1 berada pada rentang 0.0025− 0.035.
Pada grafik dengan tingkat suku bunga (rmax)=1,
spot price (Pmax)=100, dan jangka waktu kontrak (τ)=1
tahun, maka harga kontrak futures mengalami pergerakan
atau fluktuasi yang lebih besar dibandingkan pada grafik
saat tingkat suku bunga (rmax)=0.0025 dengan spot price
(Pmax)dan jangka waktu kontrak (τ) yang sama.
Pengaruh tingkat suku bunga (interest rate) terhadap
fluktuasi harga kontrak futures yang dihasilkan dalam jangka
waktu kontrak (τ) semakin menigkat dengan harga kontrak
futures yang dihasilkan cenderung menurun.

BAB V
PENUTUP
Pada bab ini, diberikan kesimpulan yang diperoleh dari
Tugas Akhir ini serta saran untuk penelitian yang dilakukan
selanjutnya.
5.1 Kesimpulan
Berdasarkan analisis dan pembahasan dapat disimpulkan
beberapa hal sebagai berikut :
1. Sistem persamaan diferensial parsial model Spot Price
dan Interest Rate yang diperoleh adalah sebagai berikut:
σ21P
2
2
∂2F
∂P 2
+ (r − δ)P ∂F
∂P
+
σ22r
3
2
∂2F
∂r2
+ar(g(τ)− r)∂F
∂r
− ∂F
∂τ
= 0
F (P, r, 0) = P
F (0, r, τ) = 0
F (P, 0, τ) = Pe−δτ
2. Perhitungan harga kontrak futures didapatkan
dengan mendiskritkan sistem persamaan diferensial
parsial menggunakan metode beda hingga implisit.
Berdasarkan simulasi, tingkat suku bunga (interest
rate) yang semakin besar dalam jangka waktu
kontrak (τ) mengakibatkan pengaruh (fluktuasi)
harga kontrak futures yang dihasilkan semakin besar
dengan kecenderungan menurun.
5.2 Saran
Banyak hal yang belum dibahas dalam Tugas Akhir ini,
sehingga penulis memberikan beberapa saran untuk penelitian
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yang akan dilakukan selanjutnya.
1. Tugas Akhir ini menggunakan nilai parameter korelasi
antara proses Wiener di model Spot Price dan proses
Wiener di model Interest Rate sama dengan nol, serta
risiko harga pasar (λP ) dan risiko tingkat suku bunga
(λr) sama dengan nol, sehingga risiko harga pasar dan
risiko tingkat suku bunga tidak diperhitungkan dalam
penentuan harga kontrak futures. Untuk penelitian
selanjutnya diharapkan menggunakan nilai parameter
risiko harga pasar dan risiko tingkat suku bunga tidak
sama dengan nol, sehingga dapat diketahui pengaruh
risiko harga pasar dan risiko tingkat suku bunga dalam
penentuan harga kontrak futures.
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